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Atelié de Matematica: Trigonometria e Geometria Analitica
S01E02
Demonstracao do Teorema dos Senos

Comecgaremos introduzindo eles ao teorema do angulo inscrito na
circunferéncia.

Temos um angulo central a e o angulo inscrito a este mesmo arco . Agora
tragamos o raio da circunferéncia AE.

Entdo, podemos perceber, por AC e AD serem raio da circunferéncia
também, agora temos dois triangulos isosceles, ADE e ACE. Entdo, por serem
isésceles, vemos que os angulos y e o do triangulo ADE sao iguais, portanto,
vy =96. Eos angulos ¢ e { do tridngulo ACE também s&o iguais, entao ¢=_.
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Entdo denotaremos os angulos iguais do triangulo ADE por x e os do ACE
por y, entdo temos essas relagdes: a soma dos angulos internos de um tridangulo é
igual a 180°, entdo o angulo DAE é igual a 180°- x - x=180°- 2x e temos a semirreta
EA, o didametro da circunferéncia pertence a ela, portanto vemos que o angulo entre
o raio AD e o diametro da circunferéncia é igual a 180° menos o angulo DAE, logo,
180°- (180°- 2x)= 180°- 180°+ 2x= 2x. Analogamente, temos que o angulo entre o
didmetro e o raio AC é 2y. Assim, o angulo inscrito p= x +y e o angulo central o=
2x + 2y, portanto a = 2. Como na imagem a seguir:

Assim, podemos comegar a explicagdo da lei dos senos. Temos um triangulo
qualquer ABC e uma circunferéncia circunscrita a ele.
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Entdo tracamos a altura do tridngulo, referente ao vértice C, dividindo o
triangulo em dois tridngulos retangulos, entdo, em relagdo ao éangulo a,
sen(a) = 44 |ogo, altura = b.sen(c) € em relagdo ao angulo B, sen(B) = L4 |ogo,
altura = a.sen(p), portanto, temos que a.sen(P) = b.sen(o) = == =

= b
sen(a) sen(B) *

Analogamente, para as relagdes entre ae c, e entre b e c.
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Usando agora o que vimos sobre angulos inscritos, veremos porque a
proporgao € valida. Temos que o angulo inscrito aos vértices B e C é a metade do
angulo central do arco BC. Portanto, em qualquer ponto da circunferéncia que o
ponto K esteja o angulo seré o mesmo, no caso, a, portanto se colocarmos K de
modo que alguma das arestas desse novo triangulo coincida com o diametro da
circunferéncia, de acordo com a imagem, temos um tridngulo retadngulo, e a relagao
sen(q) = === = didmetro = Se,f(a) . Entdo, temos que o didmetro D da circunferéncia

. - —a_—_b_ _ _c
vai ser D = sen(a)  sen(p)  sen(y) -
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Demonstracao do Teorema dos Cossenos

Comecgamos construindo um triangulo ABC qualquer. Os segmentos
de de reta AB, BC e AC sdo nomeados f, h e g. O angulo de A sera a.

c
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Agora vamos tragar a altura do tridngulo que passa pelo ponto C e

pelo segmento f. A altura a nos mostra dois tridngulos retangulos, sendo eles
PAC e PBC. Sendo assim obtemos as seguintes relagdes:

& PBC => g2 = a2 + b?
PAC => h?z = a2 + (f - b)?

®
A b P f-b
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Fazendo a subtragao da segunda expressao pela primeira obtemos:
hz-g?=a?+ (f-b)*- (a®*+ b?) =(f-b)*-b?

h? = g2 + f2 - 2fb + b? - b2
h? = g2 + 2 - 2fb

Do triangulo PAC temos, pelas relagdes trigonométricas do triangulo
retdngulo que foi estudada na aula SO1EO01:

Cosa = = b=gcosa
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Com isso temos na nossa expressao anterior:
h?=g? + f? - 2gf-cos
Onde a denota o angulo no vértice oposto ao lado h.

Analogamente teremos essa relagao para os angulos B () e C (y), ficando com as
expressoes:

g?>=f2+h?-2fh-cos
f2=g*+ h?- 2gh-cos y

E essa relagdo em um tridngulo qualquer é chamada de Lei dos Cossenos.

cqd



